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[高等量子理论专题系列讲座] 

   [第 4 讲]  

“一次量子化”与“二次量子化” 
 ━━ “古怪”与“不古怪” 

I，前 言 

II，量子力学的建立━━何必借助这个“无厘头”的一次量子化！ 

III,  Maxwell 场协变量子化━━需要“鬼光子”的一次量子化 

1，Lorenz 规范下协变形式量子化 

2, 不定度规、负模态、鬼光子 

3、附加条件━━“协变性要求有鬼，条件保证了看不见它们” 

IV，“ Schrödinger 场”的二次量子化━━逻辑结论,不古怪 

1，“ Schrödinger 场”的“经典”场论 

2，“ Schrödinger 场”按对易规则二次量子化 

3，“Schrödinger 场”按 Jordan-Wigner 规则二次量子化 

4，将两种二次量子化结果转入粒子数表象 

5, 与全同多体量子力学的等价性━━逻辑结论，所以不古怪 

6，二次量子化中对易规则选择问题 

V，自作用“ Schrödinger 场”的二次量子化━━再次不古怪 

1, 自作用“ Schrödinger 场”的二次量子化 

2，转入粒子数表象 

3，转入坐标表象 

VI，二次量子化方法评论━━有理性基础的推广 
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※             ※             ※ 

I, 前   言 

学过量子力学的人都知道，文献和教科书中经常会遇到如下说

法：经典力学经过“一次量子化”便“过渡到”量子力学。其实，从科学

逻辑观点看，这个“一次量子化”实在是一个无逻辑的“无厘头”的东西!

然而，古怪还并不到此为止。更有甚者：在量子力学中，再经过 “第

二次量子化”，便从单体量子力学理论转向多体全同粒子量子场论理

论。并且理论与实验还广泛符合，十分成功！ 

本讲专门谈谈这两个古怪。结论是: 一次量子化是一个“无厘头”

的古怪，二次量子化的基础是波粒二象性，是理性的、不古怪。 

II，量子力学的建立━━何必借助这个“无厘头”的一次量子

化！ 

简单复习一下“一次量子化”的内容：将牛顿力学的力学量及其关

系转化为作用到系统状态空间上的算符（开始了“无厘头”的逻辑飞

跃！），同时得到坐标和动量的对易规则，构成算符的非对易代数： 

( )

ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, , , ,i j i j

r r p p i E E i
t

x p i i j x y zδ

∂⎧ → → = − ∇ → =⎪ ∂⎨
⎪ ⎡ ⎤ = =⎣ ⎦⎩

v v v v
h h

h

         (4.1) 

再将牛顿力学能量关系式 ( )
2

2
pE V r
m

= +
v

v 相应地转化成算符方程，作用

到表征状态的复值函数 ( ),r tψ v 上，就得到状态运动方程： 

( ) ( ) ( )
2,

,
2

r t
i V r r t

t m
ψ

ψ
∂ ⎛ ⎞−

= Δ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

v
h v v

h            (4.2) 

现在既有了算符的非对易运算规则，又有了状态运动方程，再添加一
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点与实验观测和物理解释有关的辅助公设，就能建立起非相对论量子

力学。这就是著名的不讲道理、十分古怪的“一次量子化”过程！ 

其实，这是从“人择原理”和“先入为主”的偏执出发，由偏执诱导

出逆向思维，结果必然就是这么个“一次量子化”的古怪东西！为了

说明这个观点，需要从几何光学和电磁波理论的关系谈起（虽然光学

和电磁波理论之间并不存在经典与量子的过渡）。众所周知，（一般

波长的）Maxwell 电磁波理论是（极短波长近似的）几何光学的推广。

因为，如果对 Maxwell 电磁波理论取极短波长极限，能流矢量便转化

为光线概念，接着就顺理成章地、准确地建立起几何光学 1。但如果

按照“先入为主”的做法，设法将这个逻辑推理过程逆转过来，试图从

几何光学“导出”或“理解”Maxwell 理论，那就必需引入一些很古怪

的、“无厘头”的、无逻辑的、导致“波动化”的假设才行。当然，物理

学发展的历史事实是人们没有这样做，而是依据电磁现象的众多实验

事实，结合逻辑归纳，直接构建了（包容几何光学的）Maxwell 电磁

波理论。 

牛顿力学和量子力学的传承关系也类似如此。从微观世界过渡到

宏观世界时，宏观物体的相对（！）de Broglie 波波长趋于零，在极

短波长极限下，（具有波动性的）量子力学便过渡到了（描述质点轨

道运动的，不具有波动性的）牛顿力学。同样，从牛顿力学发展到如

何建立量子力学，如同从光学发展到如何建立 Maxwell 电磁波理论那

样，最直接了当的办法就是依据微观实验事实，结合逻辑演绎归纳，

                                           
1
 M.玻恩，E.沃耳夫，《光学原理》，北京：科学出版社，1978 年。第三章。 
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直接构建（包容牛顿力学的）量子力学。物理学发展的历史事实就是

这样，也应当是这样。 

但是，基于人类固有的尺度、质量范围和观测系统，人类注定属

于这个特定尺度下的宏观世界。人类别无选择地首先掌握了宏观世界

的物理学━━牛顿力学。但是，人们应当意识到，最先掌握的物理学

只是离我们手边最近的物理学，未见得就是自然界中最基本、最普适

的物理学！尽管如此，由此开始，人类自然而不自觉地具有了“人择

原理”的偏颇，经典观念的束缚，形成了先入为主的成见，制约了人

们的认知能力：既然微观世界物理学和所熟悉的宏观世界物理学如此

相悖，人们总是顽固地想从宏观世界物理学的角度去理解它，激发起

努力从牛顿力学去理解（甚至“推导”）量子力学的“逆向思维”。于

是拼凑出这么个无厘头的“一次量子化”。 

其实，物理学发展并不需要这个古怪的“一次量子化”，不需要它

所显示的缺乏理性、缺乏逻辑的神秘，唯一需要的只是“相信实验，

相信逻辑”的科学理性精神！正是基于这种科学理性精神，导致

Maxwell 建立经典电磁理论，导致 Einstein 建立狭义广义相对论、甚

至导致 Einstein 提出后来连他本人也不理解的光子概念！ 

III, Maxwell 场协变规范量子化━━需要“鬼光子”的一次

量子化 

1，Lorenz 规范下协变形式量子化 

i，序言。众所周知，Maxwell 场蕴藏着物理上多余的规范
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自由度，应当采用约束系统量子化办法进行量子化 2。用势 Aμ 表述的

电磁场，要保持 Lorentz 变换协变形式，必须带有纵向和标量的非物

理自由度；一旦消除这些非物理自由度，形式就不是协变的。于是，

只依赖于物理的动力学自由度的正则量子化方法和理论的协变形式

并不相容。辐射规范优点是只量子化该场的物理自由度，但这样就牺

牲了协变形式。本节叙述保持协变形式的量子化，看结果到底如何。

在 Lorenz 规范下，取 Lagrangian 密度 ( )21
2em Aμ ν= − ∂L ，有 

( )31
2

0 , , 0

H d x A A

A A A

μ μ μ μ

μ μ μ μ μ

π π

π

⎧ = +∇ ⋅∇⎪
⎨
⎪ = = ∂ =⎩

∫
&�

            (4.3) 

显然，4 组正则场量对 ( ) ( )( ),A x xμ μπ 之间，如果没有约束条件 0Aμ μ∂ =

相互关联，彼此完全独立，理论就扩大了经典 Maxwell 理论，包含了

非 Maxwell 的自由度。 

ii，协变形式等时对易规则。现在暂且不管附加的协变规范

条件 0Aμ μ∂ = ，于是 4 个 Aμ 运动方程可以当作平行独立的 4 个自由度

处理。对 4 组 ( ),Aμ μπ 同时实施正则量子化，即设定 

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ), ( ) 0

A xt x t i x x

A xt A x t xt x t

μ ν μν

μ ν μ ν

π δ δ

π π

⎧⎡ ′ ⎤ ′= −⎪⎣ ⎦
⎨
⎡ ′ ⎤ ⎡ ′ ⎤= =⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

v v v v

v v v v

3

         (4.4) 

由量子场场量的运动方程， 

                                           
2 约束系统量子化可见张永德《高等量子力学》，北京: 科学出版社，2010 年。第 7 章。 
3
 对第一式两边 μ∂ ，左边由于 0Aμ μ∂ = 为零，而右边不为零。这说明，此处对易规则已和

Lorenz 条件相矛盾，算符 ( )A xμ 作为时空函数已不能满足 Lorenz 条件。由下面知道，

Lorenz 条件总是要将纵分量和类时分量联系起来。这个矛盾似乎可以只对 2 个模分量量

子化，而不对类时、纵向分量也量子化来解决。但这是非协变的，因为纵横分解和 Lorentz
观察系有关。上面这些讨论也可对非等时对易子 ( ), ( ) ( )A x A x i D x xμ ν μνδ⎡ ⎤ ′= −⎣ ⎦ 进行。 
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1 1, , ,A A H H
i iμ μ μ μπ π⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

& &              (4.5a) 

为记号简明，下面记 ( ) , ( )A xt A A x t Aμ μ ν ν′ ′= =v v
等，于是得到 

( )23 2 31 1, ,
2 2

A d x A A d x A
i iμ μ ν ν μ ν νπ π π⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ⎡ ′ ′ ⎤= + ∇ = ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫&  

31 ( )d x i x x
i μν ν μδ δ π π′ ′ ′= − =∫

v v  

( )23 2 31 1, ,
2 2

d x A d x A A
i iμ μ ν ν μ ν νπ π π π⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ⎡ ′ ′ ′ ′ ⎤= + ∇ = ∇ ⋅∇⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫&  

3 ( ) ( )d x x x A A xtμν ν μδ δ′ ′ ′ ′= ⋅ − Δ = Δ∫
v v v  

将两者结合，即得与原先形式相同的场算符 ( )A xtμ
v

的量子场方程, 

( ) 0A xμ =�                      (4.5b) 

iii，向动量空间转换。由于方程形式完全相同，可以直接采

用经典的 Fourier 展开，只须添加反映非对易代数的量子系数即可。 

于是，选定 k
v
后，可取如下正交归一的 4 矢四重标架 4, 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 4( ) ( ),0 , ( ) ( ),0 , ( ) ,0 , ( ) 0,ke k k e k k e k e k i i i
k

ε ε η
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

v
v v v vv v

v  (4.6a) 

极化标架取定后，平面波完备基可取为（取 1,c kω= =
v
。否则 c kω =

v
） 

( )
( ) ( )3 / 2

1 , 1, 2, 3, 4
2 2

ikx
e k

e kx k r t
k

λ ω λ
π

± = ⋅ − =

v
v v

v      (4.6b) 

考虑 ( )( ) ,A xt A iμ ϕ=
vv

中 A
v
、ϕ均是实的，量子化应为厄米算符， 4A 量子

                                           
4 这是对静止质量为零的 4 矢四重标架，其中 1 2( ) ( )k k kε ε⊥ ⊥

v v vv v
。它们用于描述极化状态。

注意，由此特殊 Lorentz 系转入一般 Lorentz 系时， 3 4,e e 分别为 

3
( )

( )
k ke

k
η η

η
′ ′+ ⋅

=
′− ⋅

（此式在 ( )0, iη =
v

Lorentz 系中还原为 ,0k
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

v

v ）； ( )4 4,e i i iη η η′ ′ ′= = v
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化为反厄米算符。场算符 Aμ 的时空函数展开为 5, 

( )
( )4

34
†

3
1

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
2 2

ikx ikxd kA xt e k a k e a k e
k

λδ
μ λ μ λ λ

λ π
−

=

= + −∑∫
v v vv

v   (4.6c) 

这里，量子系数 †( ), ( )a k a kλ λ

v v
体现场算符的非对易代数性质。注意 

4 4( ) ( ) ( )e k e kλ μδ δ
λ μ λ μ

+∗ = −
v v 6，有 4† ( ) ( ) ( )A x A xμδ

μ μ= − 。说明 ( )iA x 是厄米场，

4 ( )A x 是（由纯虚量量子化而来）反厄米场。与 ( )A xμ 展式相应，有 

( )
( )4

34
†

3
1

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
22

ikx ikx
kd kx i e k a k e a k eλδ

μ λ μ λ λ
λ

π
π

−

=

= − − −∑∫
v

v v v
   (4.6d) 

由 Aμ 、 μπ 展开式反解求得aλ、a的表达式为: 

( )

3

3

1( ) ( ) ( ) ( )
2 22

ikx
kd xa k e A x i x e k

kλ μ μ λ μπ
π

−
⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
v

v v
v  

( )
{ }

3

3

1 ( )
22

ikx ikx
t t

d x i A e e A e k
k μ μ λ μ

π
− −= − ∂ + ∂∫

v
v  

( )
( )

3

3
( )

2 2
ikx

t
d xi e e k A

k
λ μ μ

π
−= ∂∫

t v
v                    (4.6e) 

( )
4

3
2†

3

1( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
2 22

i k t ik x i k t kd xa k e e A x i x e k
k

λδλ
λ μ μ λ μπ

π

− ⋅ +
⎧ ⎫⎪ ⎪= − − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
v v vv

v
v v

v  

( )
( ){ }4

3

3

1( 1) ( )
22

ikx ikxd x i e i k A e A e k
k

λδ
μ μ λ μ

π
= − − −∫

v v
&v  

                                           
5 展开式中 4( 1) λδ− 的负号和 4 ( )e k iη=

v
中的 i 有直接关系（因为要求 4A 是反厄米的，而

4 4( )e k
v

又是实的⇒不得不引入 4( 1) λδ− ！）。但如果重新定义 4e η= ，则由于 4 4( )e k
v

为纯

虚（确切地说， 4e 类时），
2
4 ( ) 1e k = −
v

，而且由后面 4 ( )a k
v

、
†
4 ( )a k
v

的表达式知仍有：

†
4 4( ), ( ) ( )a k a k k kδ′ ′⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦
v v v v

！所以，此对易子右边负号是实质性的，无法避免。 

6 第一个四维矢量：空间分量为实的，只时间分量为纯虚，故有 4( ) μδ− ；但对 4( )e k iη=
v

，

前有 i ，故双多一相因子 4( 1) λδ− 。 
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( )

4 3

3

( 1) ( )
2 2

ikx
t

i d x e k A e
k

λδ

λ μ μ
π

−
= ∂∫

tv
v  7                     (4.6f) 

由 ( )a kλ

v
、 † ( )a kλ

v
这些关系，可导出它们之间的等时对易规则, 

( )
( )

4

†

3

3

( ), ( )

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( )
22

ikx ik x
t t

a k a k

d xx e e k A xt e k A x t e
k k

λ

λ λ

δ

λ μ μ λ ν ν
π

′

′

′ ′−
′

′⎡ ⎤ =⎣ ⎦
′− ⎡ ⎤′ ′= − ∂ ∂⎣ ⎦′

∫

v v

t tv vv v
v v

   

( ) {
4 3

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )
22

ikx ik x
t

d xx e k e k e A xt A x t e
k k

λδ

λ μ λ ν μ ν
π

′
′ ′−

′

′− ⎡ ⎤′ ′= − ∂ +⎣ ⎦′
∫

v v v v&
v v  

( ) }( ), ( )ikx ik x
te A xt A x t eμ ν

′ ′− ⎡ ⎤′+ ∂ ⎣ ⎦
v v&  

( )
( )

4 3

3

( ) ( ) ( )
22

ikx ik xd x e k e k e k k
k k

λδ

λ μ λ μ
π

′
′− +

′
− ′ ′= +

′
∫

v v v v
v v  

( )
4

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
e k e k k k k k k k

k k

λ
λ

δ
δ

λ μ λ μ λλδ δ δ
′

′ ′
− ′ ′ ′ ′= + − = − −

′

v v v v v v v v
v v

8 

( )
4 4 3

† †
3

0 0

( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )
2 2

ikx ik x
t t

d xxa k a k e k e k A xt e A x t e
k k

λ λδ δ

λ λ λ μ λ ν μ ν
π

′+
′ ′

′ ′

′− − ⎡ ⎤′ ′ ′⎡ ⎤ = ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ ∫
t tv v v v v v

( )
( ){

( ) }

4 4 3

3
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )
2 2

( ), ( )

ikx ik x
t

ikx ik x
t

d xx e k e k e e A xt A x t
k k

e e A xt A x t

λ λδ δ

λ μ λ ν μ ν

μ ν

π

′+
′ ′

′

′ ′

′− ⎡ ⎤′ ′= ∂ ⎣ ⎦′

⎡ ⎤′+ ∂ ⎣ ⎦

∫
v v v v&

v v&

 

( )
( )

4 4 3

3
0 0

( ) ( ) ( ) 0
2 2

ikx ik xd x e k e k k k e
k k

λ λδ δ

λ μ λ μ
π

′+
′+

′
− ′ ′= − =

′ ∫
v v v v

 

同理有 ( ), ( ) 0a k a kλ λ′ ′⎡ ⎤ =⎣ ⎦
v v

。总之可得 

4

† †

†

( ), ( ) ( ), ( ) 0
  ( , 1, 2, 3,4)

( ), ( ) ( ) ( )

a k a k a k a k

a k a k k kλ

λ λ λ λ

δ
λ λ λλ

λ λ
δ δ′

′ ′

′ ′

⎧ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ′ =⎨
′ ′⎡ ⎤ = − −⎪⎣ ⎦⎩

v v v v

v v v v    (4.7) 

                                           
7 此式亦可直接由 ( )a kλ

v
取“ † ”得到，只需要注意： 

4† ( ) ( ) ( )A x A xμδ
μ μ= − 、 4 4( ) ( ) ( )e k e kλ μδ δ

λ μ λ μ
+∗ = −

v v
 

8 注意即使前面取 4 ( )e k iη=
v

，从而消去 ( )A xμ 展开式中的 4( 1) λδ− 相因子，从而也就消去

了此处的 4( 1) λδ ′− 因子，但却多出了一个 4 4( ) ( ) 1e k e kμ μ = −
v v

，此式还是最终存在 4( 1) λδ− 。 
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k
v
空间中 ,H P

v
表达式(取正规乘积，减去真空态的无穷大本底)分别为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

3

3
1 1 2 2 3 3 4 4

1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

H d x A x A x A x A x

d k k a k a k a k a k a k a k a k a k

μ μ μ μ

+ + + +

= ∇ ⋅∇ +

= ⋅ + + −

∫
∫

& &

v v v v v v v v v
  (4.8a) 

( ) ( )3P d xA x A xμ μ= − ∇∫
v &  

      ( )3
1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d k k a k a k a k a k a k a k a k a k+ + + += ⋅ ⋅ + + −∫

v v v v v v v v v
  (4.8b) 

2, 不定度规、负模态、鬼光子 

上面将 4 个分量平行地实施了正则量子化。由于存在非物理的、

非 Maxwell 的自由度，这个量子场当然不是量子 Maxwell 场。本节

先总结分析结果，下节考察加上怎样的约束，才能够将这两类多余自

由度消除掉。从而在物理上等效于对物理的 Maxwell 场进行量子化。 

  上面已经表明， 1,2,3λ = 是正常 Boson，但 4λ = 是反常 Boson， 

4 4( ), ( ) ( )a k a k k kδ+ ′ ′⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦
v v v v

                (4.9a) 

     对易子右边出现一个反常的负号，它是不可避免的。因为 Minkowski

空间是 3 1+ 维赝欧氏空间、矢量模长有不定性。或者说，它是此空间

度规不定性的必然结果。（注意脚注 5 和 8，此对易子右边出现负号

是不可避免的）。 

上面对易子右边负号的重要后果是：场算符定义在其上的

Hilbert 空间具有不定度规，即此空间具有负模态 9，因而是鬼态。为

了方便地说清这个问题，转入箱归一 ： 

3
3 (2 ), , ( ) , ( )kk

k k k k
k k

d k V V k k a k V a
V V λ λ

δπ δ ′′→ Δ Δ = − → Δ =
Δ∑∫

vv

v
v

v v v
 

                                           
9 S.N. 古普达，《量子电动力学》，北京师范大学出版社，1981 年。P.32；D. 卢里，《粒子

与场》，科学出版社，1981 年。P.175。 
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于是对易子成为 

4 4
†, kkk k

a a δ ′′
⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ vvv v                   (4.9b) 

可以构造单个标量光子态 4 41 0k ka+=v v 。这就是一个负模态！因为 

4 4 4 4 4 41 1 0 0 0 , 0 1k k k k k ka a a a+ +⎡ ⎤= = = −⎣ ⎦v v v v v v  

一般地有 

4
4 4 ( ) kn

k kn n = −
v

v v                   (4.9c) 

证明：一般的光子态为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4

1, , , 0
! ! ! !

n n n n

k k k kn n n n a a a a
n n n n

+ + + += v v v v  

故单个标量光子的一般态为 

1 2 3 4 1 2 3 4 4 1 2 34, , ,1 , , 1 0 , ,kn n n n n n a n n n+= = v  

于是，可以只考虑标量光子，并略去 k
v
记号，即 

( ) 4

4 4
4

1 0
!

n
n a

n
+=  

已知 4 41 1 1= − ，以及 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
4 4 4 4 4 4

1 12 2 0 0 0 , 0 1
2 2

a a a a+ +⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

现用归纳法证明内积符号的交替：设 4 1
4 41 1 ( )nn n −− − = − 正确，则有 

( )
( )

4

4 4 4 4 4
4 4

1 11 0
1 !

n
n n n a a

n n
+= − ⋅

−
 

( )
( )

( )
( )4 4 1

4 4 4 4 4 4

4 4 4 4

1 11 , 0 1 ( ) 0
1 ! 1 !

n n
n a a n n a

n n n n

−+ +⎡ ⎤= − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦− −
 10 

4
4 41 1 ( )nn n= − − − = −  11 

                                           
10 这一步利用了：若

†, 1a a⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ，则 ( ) ( ) 1† †,
n n

a a n a
−⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
，此公式易用归纳法证之。 
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也正确。证毕。 接着下面证明：标量光子的粒子数算符为， 

4 4 4k k kN a a+= −v v v                      (4.9d) 

证明： ( ) ( ) ( )4 4

4 4 4 4 4 4 4 4
4 4

1 10 , 0
! !

n n

k k k k k k k k
k k

N n a a a a a a
n n

+ + + +⎡ ⎤= − = − ⎢ ⎥⎣ ⎦
v v v v v v v v

v v

 

 ( ) ( ) 4 1

4 4 4 4 4
4

1 0
!

n

k k k k k
k

a n a n n
n

−+ += − − =v v v v v

v

 

由此可知，量子化电磁场 Hamiltonian H 的本征值总是非负的。然而，

由于度规的不定性，H 的期望值却可能是负的！即有 

4
4 4 4 4 4 4( ) kn

k k k k k kn H n n k n n n k= = −
v

v v v v v v
v v

 

最后应当指出，不定度规的量子力学， 

0 , 1ψ ψ = ±                    (4.10) 

将会产生两个根本性的困难：其一、负模态表示负概率，物理上这是

难以理解的；其二、零模态也会发生物理解释上的困难，因为一个态

若是零模 0ψ ψ = ，用任意常数乘它还是个零模态 f ψ ψ ′= 。于是，

除零期望值外，这会导致任何力学量Ω在该零模态中有任意期望值：

ψ ψ ψ ψ′ ′Ω ≠ Ω ！正由于零模长或负模长的态矢在物理解释上有困

难，只能在确保这两类态物理上不可观测条件下，才可以使用这种不

定度规。 

3、附加条件━━“协变性要求有鬼，约束条件保证看不见它们” 

  前面一再提及，无论从经典场论或量子场论看，为使理论是物理

的，还必须附加规范约束条件。对经典场它是 0Aμ μ∂ = ；对量子场，

本来应当相应写为算符方程 0A Aμ μ∂ = ， A 为 Hilbert 空间的任意态

                                                                                                                         
11 或一般地有： 4

1 1 2 2 3 3 4 41 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , ( )n
n n n n n n n nn n n n n n n n δ δ δ δ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ = −  
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矢 12。但是，这个约束太强，以致真空态也不能满足这一条件，从

而也成了非物理的！事实上，根据这一条件应有 

0 0Aμ μ∂ =  和 0 0Aμ μ∂ =  

分别左乘、右乘以 ( )A x tν ′ ′v
之后相减，得 

0 0 ( ), ( ) 0A xt A x tμ μ ν⎡ ′ ′ ⎤= ∂ ⎣ ⎦
v v  

( ) ( )( ) 0 0 ( ) 0 0i D x x i D x xμ μν νδ ′ ′= ∂ − = ∂ −  

由于 ( ) 0D x xν ′∂ − ≠ ，导致 0 0 0= 。这不合理。因此附加条件必须放宽。 

经过 20 多年不成功的尝试之后，直到 1950 年，Gupta 大胆吸纳

上述不定度规思路，并改用 ( ) ( )A A Aμ μ μ
+ −= + 中只含湮灭算符的正频部分

( )Aμ
+ 作用为零作为选择物理态的条件 13， 

( )( ) 0A x Pμ μ
+∂ =                   (4.11a) 

P 为物理态子空间中任意态矢。作为与经典条件 0Aμ μ∂ = 对照，用上

述条件和其厄密共轭 ( ) 0P Aμ μ
−∂ = 立即可得：算符 Aμ μ∂ 在物理态子空

间中全部矩阵元为零。设 P 和 P′ 为此子空间的两个任意态矢，有 

( ) ( ) 0P A P P A P P A Pμ μ μ μ μ μ
− +′ ′ ′∂ = ∂ ⋅ + ⋅ ∂ =  

就是说，算符 Aμ μ∂ 其实并不恒为零，只是在物理态子空间中看它是

零。下面就用这个附加条件区分 Hilbert 空间的物理态和非物理态。 

将条件 ( ) 0A Pμ μ
+∂ = 转入粒子数表象，可以看清楚 P 的组成。由 

                                           
12 一般说来，限制性条件可对两方面起作用：一是限制算符 Aμ ；另一是限制后面态矢━━

符合此条件的态才是物理态，否则是非物理态。由于算符 Aμ 已经确定，无法对其进一步限

制，所以采取后一种方式。 
13 S.N. Gupta, Proc. Phys.Soc. London, A63(1950) 681；亦见 S.N.古普达, 《量子电动力学》， 

P. 69。  
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34
( )

3
1 0

( ) ( ) ( )
2 (2 )

ikxd kA x e k a k e
k

μ λ λ
λ π

+

=

= ∑ ∫
v v

 

代入 ( ) 0A Pμ μ
+∂ = 中，得 

34

3
1 0

( ) ( ) 0
2 (2 )

ikxd k ie k ke a k P
k

λ λ
λ π=

⋅ =∑∫
v v

 

由于 x任意性，可以得到物理态 P 必须满足的条件 14， 

4

1
( ) ( ) 0k e k a k Pλ λ

λ=

⋅ =∑
v v

 

由于 1 2( ) ( ) 0k e k k e k⋅ = ⋅ =
v v 15、 3 ( )k e k k k η⋅ = = − ⋅

v v
、 4 ( )k e k ik η⋅ = ⋅

v
，由上式

得 

( ) ( ) ( )3 4( ) ( ) 0k a k ia k P kη⋅ − = ∀
v v v

 

或 

3 4( ) ( ) 0a k ia k P⎡ ⎤− =⎣ ⎦
v v

 16             (4.11b) 

此式明确表述了物理态中含有纵向光子和标量光子时应遵从的约束。 

  下面具体分析这种约束产生的后果。可以看出，该条件将这两类

光子总数相同态的系数相互关联起来。设两类光子总数为 M 的光子

态 1 2, ,n n M ，就有 P 的一般表达式， 

( )1 2 1 2
0

!, , , , ,
! !

M
l

l

MP n n M i n n M l l
M l l=

= = −
−∑      (4.12) 

证明： 

                                           
14 亦可这样看： 

3 3
3

1( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0
(2 )

ik x ik xd k f k e F x f k d xF x e
π

⋅ − ⋅= = ⇔ = =∫ ∫
v vv vv vv v

 

15 于是，
( )Aμ μ
+∂ 中只含有纵向和标量光子项。 

16 此式不应理解发 3 4( ), ( )a k a k
v v

、间不独立；而应理解为对 P 态的限制， 3 4,a a 间是彼此

独立的。 
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( )

( ) ( )

1

3 4 1 2 1 2
0

1

1 2
0

!( ) , , , , 1,
! !

! , , , 1
! !

M
l

l

M
l

l

Ma ia n n M i M l n n M l l
M l l

Mi i l n n M l l
M l l

−

=

−

=

− = − − −
−

− − − −
−

∑

∑

17 

     
( )

( )

1

1 2
0

1
1

1 2
0

! , , 1,
1 ! !

! , , 1, 0
1 ! !

M
l

l

M
l

l

Mi n n M l l
M l l

Mi i n n M l l
M l l

−

=

−
′+

′=

= − −
− −

′ ′+ − − =
′ ′− −

∑

∑
 

将 0,1,2M = 各态具体写出来是： 

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

, ,0 , ,0,0

, ,1 , ,1,0 , ,0,1

, , 2 , , 2,0 2 , ,1,1 , ,0, 2

n n n n

n n n n n n

n n n n i n n n n

⎧ =
⎪

= +⎪
⎨

= + −⎪
⎪
⎩LLLL

18 

由此可得 

1 2 1 2
0

! !, , , , ( )
( )!( )! ! !

M
l l l

ll

M Mn n M n n M i
M l M l l l

′+

′=

⋅
= − ⋅

′ ′− −∑  19 

                  1 2 1 2, , , , , ,n n M l l n n M l l′ ′⋅ − −  

0

1   0!( ) (1 1)
( )! ! 0   0

M
l M

l

MM
M l l M=

=⎧
= − = − = ⎨− ≠⎩
∑ 当

当
 

于是，光子场的一般态矢可表示为 

1 2
1 2

1 2, ,n n M
n n

B n n Mλ = ∑  20 

                                           
17 注意： 4 1a n n n= − −  

  证： ( ) ( ) ( ) 1† † †
4 4 4 4 4 4

1 10 , 0 0 1
! ! !

n n nna n a a a a a n n
n n n

−−⎡ ⎤= = = = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

18 例如，只有如此混合起来的 1 2, , 2n n 才能满足物理态的约束条件，但其模长仍为零！！ 

19 1 2 1 2
0

!, , ( ) , , ,
( )! !

M
l

l

Mn n M i n n M l l
M l l=

= − ⋅ −
−∑ ，并注意到： 

1 2 1 2, , , , , , ( )ln n M l l n n M l l− − = −  
20 这个推广的 Maxwell 量子场状态空间包含三类矢量：i，不含纵向、标量光了——物理态，
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这样，从上面结果可以得到 

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

  

, , , ,n n M n n M
n n n n
M M

B B n n M n n Mλ λ ∗
′ ′ ′

′ ′ ′ ′
′

′ ′ ′= ∑ 1 2
1 2

2

1 2 1 2, , , ,n n M
n n M

B n n M n n M= ∑  

1 2 1 2
1 2 1 2

0 0 1 2 1 2, ,0 , ,0n n n n
n n n n

B B n n n n∗
′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′= ∑ 1 2
1 2

2

0 1 2 1 2, ,0 , ,0n n
n n

B n n n n= ∑  

这就是说，含纵向光子、标量光子的态，其模长为零，是不可观测的

非物理态；只有不含这两类光子的态，模长才不为零，是可观测的物

理态。而且任何态的模长，等于其中所包含的 0M = 物理态的模长，

也就是说，任何态中所包含的 0M ≠ 非物理的态对该态的模长无贡献。

换句话说，纵向光子和标量光子的允许（按约束条件）混合并不影响

态矢的模长，态矢的模长仅由态矢中不含这两类光子、只含横向光子

的态矢成分决定。于是，光子场所允许的一般态就成为， 

1 2
1 2

0 1 2, ,0n n
n n

B n nχ = ∑  

态矢的模长总是正的。 

  这样就证明了：附加条件消除了负模态，保证了纵向自由度和类

时自由度在物理上是不可观测量。这一句话还为以下命题所证实： 

0 0 ( )A A M M P PΩ = = Ω = = Ω  

证明：对 H 、 P
v
是明显的，因为它们的表达式中包含了 3k

N v 、 4k
N v ，

作用在后面态矢 0M ≠ 的成份上取出本征值之后，均由于

1 2 1 2, , , , 0n n M n n M = （当 0M ≠ 时），从而只剩下受 1k
N v 、 2k

N v 作用的

1 2, ,0n n 之类的态。 

IV，“ Schrödinger 场”的二次量子化━━逻辑结论,不古怪 

                                                                                                                         
满足约束条件；ii，含了 3、4 两类光子但满足条件；iii，含了 3、4 两类光子不满足条件。 
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1，“ Schrödinger 场”的“经典”场论 

众所周知，依据大量实验事实，按照“公设+逻辑”思维模式，人

们逐步构筑起非相对论量子力学，其中包括 Schrödinger 方程公设。

现在换一种形式，将波函数看成“经典”的概率幅“场”，由设定的

Lagrangian 出发，按“经典”场论推演模式，也得到 Schrödinger 方程。 

Lagrangian 框架。设 Lagrangian 密度 21为： 

2

( , ) ( , )
2S i r t r t Vψ ψ ψ ψ ψ ψ
μ

∗ ∗ ∗= − ∇ ⋅∇ −
hv v

&hL        (4.13) 

这是复数场，所以一般说 ,ψ ψ ∗相互独立。应用 Hamiltonian 变分原理， 

( )4 , , , 0Sd x λ λδ δ ψ ψ ψ ψ∗ ∗= ∂ ∂ =∫S L  

只对ψ ∗进行变分，得“Schrödinger 场”的 Euler-Lagrange 方程， 

( ) 0S S
λ

λ ψψ ∗∗

∂ ∂
∂ − =

∂∂ ∂
L L                 (4.14a) 

将所设 Lagrangian 密度代入，即得: 

2

2
i V

t
ψ ψ ψ

μ
∂

= − Δ +
∂

h
h                 (4.14b) 

得到这个“经典概率幅场”的场方程——Schrödinger 方程。本来它是

量子力学一个公设，现在将其等价地转换为关于 Lagrangian 的公设。 

正则框架。首先定义正则动量场。 

[定义] 与场量 ( , )r tψ v
对应的正则共轭动量场为 

( , ) ( , )
( , )

r t i r t
r t

π ψ
ψ

∗∂
= =
∂

v v
hv&

L              (4.15a) 

由于这种复标量场 Lagrangian 密度中不含 ( , )r tψ ∗ v 的时间导数，所以

                                           
21 此 Lagrangian 密度不含相互作用项。尽管含了一个外势V ，但它不代表场粒子之间的相

互作用。 
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与另一独立场量 ( , )r tψ ∗ v 对应的正则共轭动量场 0π
ψ

∗
∗

∂
= =
∂ &

L
恒为零。说

明“ Schrödinger 场”只存在一对独立正则共轭变量（ , iψ π ψ ∗= h ）22。

于是 Hamiltonian 密度为 

2

2
Vπψ ψ ψ ψ ψ

μ
∗ ∗= − = ∇ ⋅∇ +

h
&H L             (4.15b) 

对H 积分并对右边第一项作分部积分，得到这个场的Hamiltonian H ， 

2

( , ) ( , )
2

H dr dr r t V r tψ ψ
μ

∗ ⎡ ⎤
= = − Δ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

hv v v v
H       (4.15c) 

方括号内是单粒子量子力学的 Hamiltonian。现在它是“经典的

Schrödinger 场 ( ),r tψ v ”的 Hamiltonian23。 

按经典 Poisson 括号定义，求得场量ψ 和ψ ∗的“经典”泛函 Poisson

括号如下（注意是等时的）： 

{ }
.

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ), ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )P B

r t r t r t r tr t r t dr
r t r t r t r t

δψ δψ δψ δψψ ψ
δψ δ π δ π δψ

∗ ∗
∗ ′′ ′′⎧ ⎫

′′ ′= −⎨ ⎬′ ′ ′ ′⎩ ⎭
∫

v v v v
v v v

v v v v  

利用泛函导数： 

( , ) ( , ) 1( ) , ( )
( , ) ( , )
r t r tr r r r
r t r t i

δψ δψδ δ
δψ δ π

∗ ′′
′ ′′ ′= − = −

′ ′

v v
v v v v

v v
h

 

其余为零，代入积分中求得等时的“经典”泊松括号为： 

{ }
{ } { }

.

. .

1( , ), ( , ) ( )

( , ), ( , ) ( , ), ( , ) 0

P B

P B P B

r t r t r r
i

r t r t r t r t

ψ ψ δ

ψ ψ ψ ψ

∗

∗ ∗

′ ′= −

′ ′= =

v v v v

h
v v v v

     (4.15d) 

同时，还得到这个“经典场”的正则变量的运动方程 24： 

                                           
22原则上，复标量场 ,ψ ψ ∗ 相互独立，各自独立变分。场与共轭场应有两对 ( , ), ( , )ψ π ψ π∗ ∗ 。 
23 Klein-Gordon 场、Dirac 场也类似。 
24 注意已设定ψ 和π 是由它俩各自本身组成，是不显含 t 的，故无

t
∂
∂

项。 
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{ } . . ( , )

( , ) ( , ), ( )
P B

d r t r t H t
dt ψ π

ψ ψ=
v

v  

另一个关于ψ ∗的运动方程是不独立的，不必理会。 

当然，上述概率幅场 “经典”场论的演绎过程，实际等价于一次

量子化公设，但却为下节二次量子化叙述提供了（并非必要的）铺垫。 

2，“ Schrödinger 场”按对易规则二次量子化 

现在叙述第二个古怪，那就是不顾一切地将正则量子化方案用到

这个“Schrödinger 场”上，看看对这个概率幅场进行“第二次量子

化”，得到的“量子场”会是个什么结果。预先指出，这样做的最后结

果是建立起了全同粒子的多体量子力学！  

二次量子化方法由两条规定组成：其一，将普通场量函数替换为

非对易的场算符（作用在二次量子化后系统的状态空间上）， 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , ; , ,r t r t r t r tψ π→ Ψ →Πv v v v         (4.16a) 

还有 ˆψ ∗ +→ Ψ 。这条规定是对场量进行“量子替换”，实质内容就是规

定它们之间的非对易规则：将经典 Poisson 括号替换为量子 Poisson

括号（除 Lagrangian 密度外，就是此处引入 Planck 常数h）， 

{ } . .

1 ˆ ˆ, ,
P B

A B A B
i
⎡ ⎤⇒ ⎣ ⎦h

              (4.16b) 

现在，这种“量子替换”产生如下等时对易关系： 

ˆ ˆ( , ), ( , ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) 0

r t r t r r

r t r t r t r t

δ+

+ +

⎡ ⎤′ ′Ψ Ψ = −⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′Ψ Ψ = Ψ Ψ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

v v v v

v v v v        (4.16c) 

显然，此处对易关系式是量子力学中 Heisenberg 基本对易关系

,i j i jx p δ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 向具有空间广延性的、无穷多自由度的场论情况的自然推
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广━━这时自由度的编号是位置矢量。其二，维持原来“经典”场方程

形式不变，只将其中（普通函数性质的）场量替换成场算符(也可以

用场算符本身的运动方程求得，见下面 Fermion 叙述)。所以，二次

量子化后的量子场方程和原先单粒子方程形式完全相同。于是有 

2ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )
2

i r t V r t r t
t μ

∂Ψ
= − ΔΨ + Ψ

∂
h v v v

h          (4.16d) 

第二条规定场算符作为时空函数的解析性质——时空传播规律。 

以上就是对 Schrödinger 方程二次量子化的全过程。初看起来，

这些手续很是古怪，不知其为何！但下面将严格证明：这样做的结果

就是从单粒子 Schrödinger 方程得到全同 Boson 多体 Schrödinger 方

程。就是说，原来单粒子的“经典”Schrödinger 方程，经此手续转换，

表面形式未变，但却已经是描述全同 Boson 多体 Schrödinger 方程。

而且导出过程简捷，表达形式简明。因此，Schrödinger 方程的二次

量子化手续是严格逻辑证明了的，一点都不古怪。下面逐步阐明。 

鉴于从 Newton 力学到 Schrödinger 方程已经实现了量子化 25，

所以这次量子化就应当算是第二次量子化——这是名称的由来。 

最后强调指出，就目前 Schrödinger 场情况而言，所得到的“量

子 Schrödinger 场”，在场量子之间并无相互作用——虽然各自都经

受着外部势场 ( ),V r tv
的作用。经过下节粒子数表象叙述之后，对此将

看得更为清楚，因为 Hamiltonian 中只有单体算符，不存在两体或多

体算符。这是由现在 Lagrangian 密度 L的形式决定的。场量子间有

                                           
25 一次量子化主要内容见前，为 ,p i E i t→ − ∇ → ∂ ∂v

h h ，量子化条件[ , ]xx p i= h。 
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相互作用的讨论见下面第 IV 节。 

3， “Schrödinger 场”按 Jordan-Wigner 规则二次量子化 

现在使用反对易规则对“经典”的“Schrödinger 场”实施二次量子

化，仍然按照正则量子化方案进行。以 Jordan-Wigner 量子化规则替

代经典 Poisson 括号 26，即 

{ }
{ } { }

ˆ ˆ( , ), ( , ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) 0

r t r t r r

r t r t r t r t

δ+

+ +

′ ′Ψ Ψ = −

′ ′Ψ Ψ = Ψ Ψ =

v v v v

v v v v       (4.17a) 

这里{ }ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,A B AB BA= + 。注意，这时场算符运动方程中的经典 Poisson

括号仍替换为量子 Poisson 括号，即正比于对易子，不能正比于反对

易子。这是因为，量子化后的 Hamiltonian 是时间演化算符的生成元，

于是，对任意不显含时间的场算符，其时间演化及导数为 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ/ /
ˆ 1ˆ ˆ ˆ ˆ0 ,i H t i H t d t

t e e t H
dt i

− Ω ⎡ ⎤Ω = Ω → = Ω⎣ ⎦
h h

h
    (4.17b) 

这里结果与量子化规则无关。应当指出，为了得到量子化后场算符的

运动方程，既可以按二次量子化假设直接写出（如 Boson 情况），

也可以按上式计算得到。比如，现在采用上式来推导。注意用反对易

分解 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , ] { , } { , }A BC A B C B A C= − ，得： 

1ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ), ( )r t r t H t
i
⎡ ⎤Ψ = Ψ⎣ ⎦

v v&
h

1 ˆ ˆ ˆ( , ), ( , ) ( , )singledr r t r t H r t
i

+⎡ ⎤′ ′ ′ ′= Ψ Ψ Ψ⎣ ⎦∫
v v v v

h
 

{ } { }1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , )single singledr r t r t H r t r t H r t r t
i

+ +⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= Ψ Ψ Ψ −Ψ Ψ Ψ⎣ ⎦∫
v v v v v v v

h

    ＝ 1 1ˆ ˆ( ) ( , ) ( , ) ( , )single singledr r r H r t H r t r t
i i

δ′ ′ ′ ′− Ψ = Ψ∫
v v v v v v

h h
 

                                           
26  Z. Phys.，47, 631(1928)。 
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得到和单粒子Schrödinger方程形式相同的场算符 ˆ ( , )r tΨ v
的运动方程： 

2ˆ ( , ) ˆ( , ) ( , )
2

r ti V r t r t
t μ

⎛ ⎞∂ Ψ
= − Δ + Ψ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

v
h v v

h         (4.17c) 

就是说，按正则量子化方案，用这种反对易规则对该场进行量子化的

结果，只是在原先单粒子 Schrödinger 方程中，将波函数代以满足反

对易关系的场算符。下面将表明，这是全同 Fermion 多体量子力学。 

4，将两种二次量子化结果转入粒子数表象 

为了揭示上面这两种二次量子化后的“Schrödinger 量子场”蕴涵

的物理内容，先转入粒子数表象。 

第一步是寻求适当的正交归一本征函数组对场算符 Ψ̂的时空变

数作展开。例如，对一个大而均匀系统，很自然采用满足周期边界条

件的箱归一平面波组作为展开基矢；而对于原子中相互作用的电子系

统，通常就用单粒子库仑波函数完备集合作为展开基矢；对晶格点阵

中运动的粒子，方便的选择是适当周期势中的 Bloch 波函数完备集。

无论哪种选择，一旦选定，粒子数表象的“粒子”概念即被赋予相应模

式的具体物理含义，是该含义下的“准粒子”。 

为简单起见，限于相互作用V 不显含 t 的情况，这时“经典” 

Schrödinger 方程解的完备集是： 

{ }
2

( ) , ( ) ( ) ( )
2

ki E t
k k k kr e V r r E rψ ψ ψ

μ
− ⎛ ⎞

− Δ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

h hv v v v     (4.18a) 

这里 k表示完备力学量组的量子数集合。它们取值不同表示粒子状态

或运动模式不同。通常这个函数族构成正交归一完备族， 

( ) ( ) , ( ) ( ) ( )k k kk k k
k

dv r r r r r rψ ψ δ ψ ψ δ∗ ∗
′ ′ ′ ′= = −∑∫

v v v v v v  
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于是可以用这组函数族展开场算符 ˆ ( , )r tΨ v
和 ˆ ( , )r t+Ψ v

： 

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( ) , ( , ) ( )k ki E t i E t
k k k k

k k

r t a r e r t a r eψ ψ− + + ∗Ψ = Ψ =∑ ∑h hv v v v   (4.18b) 

这里 ˆ ˆ,k ka a+是量子系数，体现场算符 ˆ ( , )r tΨ v 、ˆ ( , )r t+Ψ v 的非对易代数性质。

实际上，利用{ }( )k rψ v 正交归一性可以反解出这两个量子系数， 

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( ) , ( , ) ( )k ki E t i E t
k k k ka dr r t r e a dr r t r eψ ψ −∗ + += Ψ = Ψ∫ ∫h hv v v v v v   (4.18c) 

用对易子进行量子化的方案。根据 ˆ ˆ, +Ψ Ψ 的对易关系，容易得到

ˆ ˆ,k ka a+的对易关系 

  

( )

( ) ( )

( )

ˆ ˆˆ ˆ, ( , ), ( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

k k

k k

k k

i E E t
k k k k

i E E t
k k

i E E t
k k kk

a a drdr r t r t r r e

drdr r r r r e

dr r r e

ψ ψ

δ ψ ψ

ψ ψ δ

′

′

′

−+ + ∗
′ ′

−∗
′

−∗
′ ′

⎡ ⎤′ ′ ′⎡ ⎤ = Ψ Ψ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′ ′= −

= =

∫
∫
∫

h

h

h

v v v v v v

v v v v v v

v v v

 

其余计算类似，总计得到 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0k k kk k k k ka a a a a aδ+ + +
′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦         (4.18d) 

这里强调指出，“ Schrödinger 场”二次量子化时，场算子 Ψ̂展开式中 

只含湮灭算符， ˆ +Ψ 中只含产生算符。这与 Klein-Gordon 场不同。 

下面用 ˆka 、 ˆka+表示 Hamiltonian 和粒子数算符： 

( )
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) , ( )
2

ki E t
k k k

k
H dr dr r t V r t dr r t a E r eψ

μ
+ +⎡ ⎤

= = Ψ − Δ + Ψ = Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑∫ ∫ ∫ hhv v v v v v vH  

( )ˆ ˆ ( ) ( )k ki E E t
k k k k k

kk
a a E e dr r rψ ψ′ −+ ∗

′ ′
′

= ∑ ∫h
v v v  

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( ) ( )k ki E E t
k k k k

kk
N dr r t r t a a e dr r rψ ψ′ −+ + ∗

′ ′
′

= Ψ Ψ = ∑∫ ∫h
v v v v v v  

利用 ( ){ }/kiE t
k r eψ − hv

的正交归一性，有 

ˆ ˆ ˆk k k
k

H E a a+= ∑ ， ˆ ˆˆ ˆk k k
k k

N a a N+= =∑ ∑         (4.18e) 

这里 ˆ ˆ ˆk k kN a a+= 为 k模态的粒子数算符。于是可将 Ĥ 系统看成满足对易

规则的所有无相互作用 k模态准粒子的集合。由于 
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ˆ ˆ ˆ ˆ, 0 , , 0 ,k k lH N N N k l⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ∀⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

每个 k模态的粒子数 kn 都是不依赖于时间的运动常数（当然，各个 k模

态占据数可能不同，由初始条件决定）。从而{ }ˆ ˆ, kH N 组成一个对易

的完备力学量组，共同本征态是 

( ) ( )1

1 2 1
1

1 ˆ ˆ, , 0 ,
( ! ! )

kn n

k k
k

n n a a n
n n

+ +
⎧ ⎫⎪ ⎪= ∀⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

LL L L
L L

    (4.19) 

此式表明，态中有 kn 个场量子在 k模态上，但却未说明这 kn 个场量子

谁是谁。实际上，由于同一个 k模态内各个 ˆka+之间的全同性，这 kn 个

场量子不可分辨，这要求态矢对它们置换是对称的。如果某过程中有

量子态跃迁， kn 不是好量子数，由于场量子间对易而无法分辨谁参与

跃迁交换。总之，这里的理论已经自动符合于全同性原理。 

这组完备基矢称作粒子数表象基矢，共同撑开粒子数表象。它们

任意线性组合构成一个富于粒子图象的 Boson 的 Fock 空间 27。 

这里需要附带指出，虽然粒子数表象与二次量子化过程关系密

切，但不要将粒子数表象称作二次量子化表象。因为，一次量子化的

谐振子也可以采用粒子数表象来表示 28。 

用反对易子进行量子化的方案。与上面 Boson 类似，有

{ }( ) kiE t
k r eψ − hv

，以及 

ˆˆ ( , ) ( ) ˆ ˆ ( , ) ( )

ˆˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) ( )

k
k

k k

iE t
iE tk k

k kk

iE t iE t
k k k k

k

r t b r e b dr r t r e

r t b r e b dr r t r e

ψ ψ

ψ ψ

−
∗

−+ + ∗ + +

⎧Ψ = ⎧ = Ψ⎪ ⎪
⎨ ⎨
Ψ = = Ψ⎪ ⎪⎩⎩

∑ ∫
∑ ∫

h
h

h h

v v v v v

v v v v v  (4.20a) 

根据 ˆ ˆ, +Ψ Ψ 的反对易关系，容易导出 b̂、 b̂+的反对易关系如下： 

                                           
27 将全同多体算符转入粒子数表象的较简单的计算可见：张永德, 朱长虹，《大学物理》， 

1989 年第 12 期，P.17。 
28 见张永德，《量子力学(第二版)》，北京：科学出版社，2008 年，P.144。 
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{ } { } { }ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0k k k k k k k kb b b b b bδ+ + +
′ ′ ′ ′= = =         (4.20b) 

接着，用 ˆ
kb 、 ˆ

kb +去表示 Ĥ 和 N̂ , 

2
( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( ) ( )

2
k ki E E t

k k k k k
kk

H dr r t V r t dr b r e E b rψ ψ
μ

′−+ + ∗
′ ′ ′

′

⎡ ⎤−
= Ψ Δ + Ψ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫ ∫ hhv v v v v v  

所以有 
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,k k k k k k

k k k
H E b b N b b N+ += = =∑ ∑ ∑           (4.20c) 

但由于 b̂、 b̂+ 间的反对易关系，第 k个模态的粒子数算符 ˆ ˆˆ
k k kN b b+= 的 

本征值只能取 0 或 1。 

证明：由于{ } { } ( )22ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0 0k k k k k kb b b b b b+ + +
′ ′= = ⇒ = = ，所以 

2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ(1 )k k k k k k k k k k k kN b b b b b b b b b b N+ + + + += = − = =  

于是 ˆ
kN 只有两个本征值 0、1。这体现了 Pauli 不相容原理。 证毕。 

显然，{ }kH N kˆ ˆ, , ∀ 构成可对易算符完备组，它们的共同本征态 

族可作为正交归一完备基矢， 

( ) ( )1 2

1 2 1 2
ˆ ˆ, , 0 , 0,1

n n

kn n b b n+ += ∀ =LL L         (4.21) 

撑开 Fermion 粒子数表象, 线性叠加集合构成 Fermion-Fock 空间。 

总合起来，转入粒子数表象后清楚地看到，无论 Boson 还是

Fermion 情况，该量子场描述一组总数固定的全同 Boson（Fermion）

集合。并且，这些 Boson（Fermion）彼此无相互作用（除对称和反

称化而来的交换作用之外）━━尽管各自都受着外场V 作用而处于束

缚态或非束缚态。如前所说，实际上这是将“ ( ) ki E t
k r eψ − hv 认作一个 Bose

（Fermi）性的准粒子——Bose（Fermi）性量子场的量子，对它们

进行产生和湮灭。” 但是，根据目前非相对论量子力学 Hamiltonian

的构造原则，产生和湮灭过程必定相伴相随，使粒子数守恒。所以，
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说是“产生”、“湮灭”，其实只是粒子状态的跃迁。只不过由于这些场

量子是全同的，湮灭前和产生后都要实行对称化（反称化）量子纠缠，

成为“你中有我，我中有你”，原则上不可以分辨。 

5，与全同多体量子力学的等价性━━逻辑结论，所以不古怪 

将上述结果转入坐标表象，并分开 Boson 和 Fermion 叙述。 

i，现在证明：上面采用对易规则进行二次量子化所得的量

子场，其动力学方程即为全同 Boson 多体 Schrödinger 方程。于是，

这个二次量子化量子场本质上即为全同 Boson 多体量子力学。 

证明: 证明由 4 个命题 A、B 、C 、D组成。 

[命题 A ] ˆ ( , )r t+Ψ v 和 ˆ ( , )r tΨ v 分别是在 t 时刻在 rv处产生一个和湮灭

一个场量子的算符。 

证明 A：首先注意，由 ˆ ( , )r t+Ψ v
展开式知，它是关于所有模 ˆka+的以特定

系数的叠加态。现在表明，它作用到粒子数表象任何态矢得到的新态，

其总粒子数比原先多 1。这可以用粒子数算符来检查。假定原先为 

1 1
ˆ , , , , , ,k kN n n N n n=L L L L  

则有 

( )1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) , , , ( , ) ( , ) ( , ) , , ,k kN r t n n d r r t r t r t n n+ + +′ ′ ′Ψ = Ψ Ψ Ψ∫

v v v v v
L L L L  

( ) 1
ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( ) , , ,kd r r t r t r t r r n nδ+ +′ ′ ′ ′= Ψ Ψ Ψ + −∫

v v v v v v
L L  

( ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) , , , 1 ( , ) , , ,k kr t N r t n n N r t n n+ + += Ψ + Ψ = + Ψv v v

L L L L  

进一步，可以证明， ˆ ( , )r t+Ψ v
的物理意义是 t时刻 rv处产生一个场量子

的算符。按照定义，有 

ˆ ˆ( , ) ( ) kiE t
k k

k
r t r e aψ+ ∗ +Ψ = ⋅∑ hv v
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此式左边的含意由右边解释作为，以带有叠加系数 ( )( )expk kr iE tψ ∗ v h ）

的方式添加一个 ˆka+粒子，并对所有模态求和。但已知 ˆka+的作用是产生

一个处于 ( )k rψ v
模态的场量子，于是在点 r′v 处找到此新生粒子的概率

幅为 ( )( )expk kr iE tψ ′ −v
h 。所以在点 r′v 处找到由 ˆka+ 所添加的粒子的总概

率幅等于新生概率幅 ( ) ki E t
k r eψ −′ hv

和原有叠加系数 ( ) ki E t
k r eψ ∗ hv

的乘积。于

是，整个 ˆ ( , )r t+Ψ v
总效果，也即不管什么模态 k′，只问 r′v 处有无粒子的

总概率幅，将是这些乘积对模态 k′求和， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kiE t iE t
k k k k

k k

r e r e r r r rψ ψ ψ ψ δ′ ′−∗ ∗
′ ′

′

′ ′ ′= = −∑ ∑h hv v v v v v
 

换句话说，只就算符 ˆ ( , )r t+Ψ v
本身作用而言（不计后面所乘的任意态

矢），它把添加一个粒子的概率幅全都加在 rv点了。这就证明了 ˆ ( , )r t+Ψ v

可以作如上解释。对 ˆ ( , )r tΨ v
的论证类似。                  证毕。 

于是，如果说术语 ˆka+、ˆka 富于粒子图象的话，术语 ˆ ( , )r t+Ψ v
、ˆ ( , )r tΨ v  

就富于量子场图象，称它们为场算符是理所当然的。现在，引入定域

于某个体积 v的、含时的“定域粒子数算符” ˆ
vN  29： 

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )v
v

N dr r t r t+≡ Ψ Ψ∫
v v v  

积分限于某体积 v 。为了说明此算符物理意义，有 

[命题B ]： 
ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )( 1)
ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , )

v v

v v

N r t r t N r v

N r t r t N r v

+ +

+ +

⎧ Ψ = Ψ + ∈⎪
⎨

Ψ = Ψ ∉⎪⎩

v v v

v v v  

证明B ： ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , ) ( , ) ( , ), ( , )v vN r t dr r t r t r t+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′Ψ = Ψ Ψ Ψ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
v v v v v  

                                           
29 将 ˆ ( , )r t+Ψ v

、 ˆ ( , )r tΨ v
的展开式代入此积分可知，由于 ( ) ( )k k kk

v

dr r rψ ψ δ∗
′ ′≠∫

v v v
，从而

因子
( )k ki E E te ′− h

不能消去，于是 ˆ
vN 一般含 t 。物理意义是明白的：就有限体积 v 而言，

( , )r tψ v
随 t 演化并叠加的结果造成概率云的变动。 
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ˆ ( , )ˆ ( , ) ( )
0v

r t r vdr r t r r
r v

δ
+

+ ⎧Ψ ∈⎪′ ′ ′= Ψ − = ⎨
∉⎪⎩

∫
v v

v v v v
v  

此结果物理意义很明显：若 ˆ ( , )r t+Ψ v
所增加的那个粒子在 v内，则用 ˆ

vN

检查时将发现增加一个粒子；若不在 v内， ˆ
vN 本征值不变。 

[命题C ]：N 个全同 Boson 系统坐标表象基矢用场算符构造即为 

1 2 1 2
1 ˆ ˆ ˆ, , , , ( , ) ( , ) ( , ) 0

!N Nr r r t r t r t r t
N

+ + += Ψ Ψ Ψv v v v v v
L L  

证明C ：先假定态矢中各 kr
v
均不相同。于是可分别构造

1

ˆ ˆ, ,
Nv vN NL ，让

每个 Kν 足够小，小到只包含 kr
v
在内。分别用每个 ˆ

kvN 作N 次检查，每

个 ˆ
kvN 只与对应 kr

v
点附近的 ˆ ( , )kr t+Ψ v

交换时出一个 ˆ ( , )kr t+Ψ v
；而与其他

( ) ( )ˆ ,ir t i k+Ψ ∀ ≠v
均可交换直至 ˆ 0 0

kvN = 。这样，用每个 ˆ
kvN 作用的结果

确实可以发现这个态分别是它的本征值为 1 的本征态。 

如果 kxv 中有相重的，例如 k lr r=v v
两个位置相重，则用 ˆ

lvN 作用时，

和其他 ˆ +Ψ 均可交换，直到这两个 ˆ ( , )kr t+Ψ v
、 ˆ ( , )lr t+Ψ v

之前，与它们的交

换分别出现一个 ˆ ( , )kr t+Ψ v
和 ˆ ( , )lr t+Ψ v

，加起来，说明这个态是 ˆ
kvN 的本征

值为 2 的本征态，等等。                               证毕。 

最后，[命题D ]：上述基矢组是正交归一的。 

证明D： 1 1 1 1
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

!N N N Nr r r r r t r t r t r t
N

+ +′ ′ ′ ′= Ψ Ψ ⋅Ψ Ψv v v v v v v v
L L L L  

{ }2 1 1 1 1 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

! N Nr t r t r r r t r t r t r t
N

δ + + +′ ′ ′ ′= Ψ Ψ − + Ψ Ψ Ψ Ψv v v v v v v v
L L  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){2 1 1 2 1 2 1
1 ˆ ˆ ˆ ˆ0

! Nr t r t r r r t r r r t
N

δ δ+ +
′ ′ ′ ′= Ψ Ψ − Ψ + − Ψ +v v v v v v v v
L  

( ) ( ) ( )} ( ) ( )1 2 1 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0Nr t r t r t r t r t+ + + +

′+ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

v v v v v
L

L
 

最后即得 
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1 21 1 1 2
1, , , , ( ) ( ) ( )

! NN N P P N P
P

r r r r P r r r r r r
N

δ δ δ′ ′ ′ ′ ′= − − −∑v v v v v v v v v v
L L L  

这里 1 2, , , 1, 2, ,NP P P N=L L 。P 是对它们全体取值的一种置换，求和对

所有可能的 P 进行，这共有 N!项。最后结果对{ }kr
v 和{ }kr′

v 都是对称的。

这是由于各个 ˆ +Ψ 之间和各个 Ψ̂之间对易。对此结果进行积分，即 

1 1 1, , , , , , 1N N Ndr r r r t r r t′ ′′ ′ =∫ ∫
v v v v v v

L L L L  

这些是单粒子结果 ( )r r r rδ′ ′= −v v v v
和 1dr r r′ ′ =∫

v v v
的简单推广。  证毕。 

根据[命题 , , ,A B C D ]，利用这组坐标表象基矢，很容易将前面粒

子数表象结果转入 Schrödinger 表象，从而更清楚地看出所说的等价

性。现在，记粒子数表象基矢的波函数为（
1

k

i
i

n N
=

=∑ ）： 

1 2

( )
, , 1 1 1 2( , , , ) , , , , , ,N

n n N N kr r t r r t n n nΦ ≡L

v v v v
L L L  

它的物理意义是：模平方给出当 1n 个粒子处在 1( )rψ v 、 2n 个粒子处在

2( )rψ v 、LL时，分别在 1, , Nr rv v
L 处找到这 N 个全同粒子的概率。将场

算符 1
ˆ ( , )r tΨ v

的 Schrödinger 方程厄米共轭，得到 1
ˆ ( , )r t+Ψ v

的方程： 

2
1

1 1 1

ˆ ( , ) ˆ( , ) ( , )
2

r t
i V r t r t

t μ

+
+⎛ ⎞∂ Ψ

− = − Δ + Ψ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

v
h v v

h  

乘以 2
ˆ ˆ( , ), , ( , )Nr t r t+ +Ψ Ψv v

L ；对 2
ˆ ( , )r t+Ψ v

的 Schrödinger 方程也类似处理，

等等。将所得 N 个方程全加起来，再乘以真空态 0 ，即得： 

2
1

1
1

, , ,
( , ) , , ,

2

N
N

k k N
k

r r t
i V r t r r t

t μ=

∂ ⎛ ⎞
− = − Δ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑
v v
L h v v v

h L  

再乘以 1 2, ,n n L ，取复数共轭，即得： 

1 2 1 2

2
( ) ( )

, , 1 , , 1
1

( , , , ) ( , ) ( , , , )
2

N
N N

n n N k k n n N
k

i r r t V r t r r t
t μ=

⎛ ⎞∂
Φ = − Δ + Φ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑L L

hv v v v v
h L L   (4.22) 

由 ˆ ( , )kr t+Ψ v
的相互对易可以推出 1, , ,Nr r tv v

L 关于 kr
v
之间是对称的，从而
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1 2

( )
, , 1( , , , )N

n n Nr r tΦ L

v v
L 对于 kr

v
之间也是对称的。 

至此就严格地证明了：“ Schrödinger 场”按照对易规则进行第二

次量子化，结果就是总粒子数 N 恒定的全同 Boson 多体 Schrödinger

方程。由于原方程只有单体算符，N 个 Boson 之间并无相互作用。 

当然，也可以根据
1 2

( )
, , 1( , , , )N

n n Nr r tΦ L

v v
L 的定义求出下式： 

  
1 2 1 2

( )
, , 1 1 2

1 2

1( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )
! ! ! N

N
n n N P P P N

P

r r t P r t r t r t
N n n

ψ ψ ψΦ = ∑L

v v v v v
L L

L
   (4.23) 

这里 ( ) ( )1 1, , , ,N kP P n n∈L L ，从而换个角度证明这种等价性。 

ii，其次证明：前面采用反对易规则进行二次量子化所得的

量子场，其动力学方程即为全同 Fermion 多体 Schrödinger 方程。于

是，这个二次量子化的量子场本质上即为全同 Fermion 多体量子力

学。证明也分为 4 部分。但为简明，略证对应于 Boson 的[命题B′ ]。 

[命题 A′ ]，场算符 ˆ ( , )r tΨ v 和 ˆ ( , )r t+Ψ v 的物理意义仍是在 t 时刻向此

量子场湮灭和产生一个位于 rv的场量子。 

证明 A′：只要注意反对易，大体照搬 Boson 证明。下面稍为改变形

式，用箱归一化叙述。考虑箱中平面波态完全组，归一化波函数为， 

   /1( ) iP r
P r e

V
ψ ⋅⎧ ⎫=⎨ ⎬
⎩ ⎭

v v
h

v
v

， x
nP

a
π

=
h
，( 0, 1, 2, )xn = ± ± L ，abc V=  (4.24a) 

产生算符 PSa+
v 向归一化箱体里增加一个动量为 P

v
、自旋指向为 s 的粒

子；而 PSa v 则相反，从箱体中移走这样一个粒子。在点 r′v 找到由 PSa+
v 所

增加的粒子的概率幅为 /iP re V′⋅
v v

h 。现在， /( ) iP r
S PS

P

r e a Vψ + − ⋅ +≡ ∑
v v

h
v

v

v
的作

用是以叠加系数 /iP re V− ⋅
v v

h 向给定动量态成份增加一个粒子。于是在 r′v

点找到由 ( )S rψ + v
所增加的粒子的总概率幅将是叠加系数 /iP re V− ⋅

v v
h 与增
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加粒子在 r′v 点概率幅 /iP re V′⋅
v v

h 的乘积，再求和。最终，总概率幅为 

/ /1 1 ( )iP r iP r

P

e e r r
V V

δ′− ⋅ ⋅ ′= −∑
v vv v

h h

v

v v  

这就是说， ( )S rψ + v
把增加一个粒子的概率幅全部加在点 rv处了。因此，

( )S rψ + v
的物理作用是在点 rv处增加一个自旋指向为 s的粒子。类似地 

/1( ) iP r
S PS

P

r e a
V

ψ ⋅≡ ∑
v v

h
v

v

v                 (4.24b) 

的物理作用是在点 rv处湮灭一个自旋指向为 s的粒子。       证毕。 

[命题C ′ ]：N 个全同 Fermion 系统的正交归一坐标表象基矢可

用场算符构造如下 30： 

1 2 1 2
1 ˆ ˆ ˆ, , , , ( , ) ( , ) ( , ) 0

!N Nr r r t r t r t r t
N

+ + += Ψ Ψ Ψv v v v v v
L L      (4.25a) 

证明C ′：由于 

{ }ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , ) ( , ) ( , ), ( , )v vN r t dr r t r t r t+ + +⎡ ⎤ ′ ′ ′Ψ = Ψ Ψ Ψ⎣ ⎦ ∫
v v v v v  

ˆ ( , ) ( )v dr r t r rδ+′ ′ ′= Ψ −∫
v v v v ˆ ( , ),

0 ,
r t r v

r v

+⎧Ψ ∈
= ⎨

∉⎩

v v

v        (4.25b) 

这结果和 Boson 情况一样。于是用 ˆ
vN 检查的那段叙述可以照搬过来。

而且由于态矢对 kr
v
为反对称的，不存在相重合的位置。 

[命题D′ ] 这套基矢是正交归一的。 

证明D′：和 Boson 的也相似，只需注意由反对易造成的负号。这只

要注意 

{ }2 1 1 2 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )r t r t r t r t r r r t r tδ+ +′ ′ ′ ′ ′Ψ Ψ Ψ = Ψ − − Ψ Ψv v v v v v v v

L L L L  

这里与 Boson 情况不同，括号内第二项是负号。于是比如，盯住含

                                           
30 类似于 Boson 情况，对相对论性场方程，构造这种完全定域化基矢原则上是不可能的。 
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1 1( )r rδ ′−v v
项，由左向右接着以 2

ˆ ( , )r t′Ψ v
作用，如它和 2

ˆ ( , )r t+Ψ v
变为 2 2( )r rδ ′ −v v

即不出负号；若不如此，反称交换越过 2
ˆ ( , )r t+Ψ v

和右边 3
ˆ ( , )r t+Ψ v

作用给

出 2 3( )r rδ ′ −v v
，就出一负号。即 ( )1 1 (2 2)′ ′ 为正，( )1 1 (2 3)′ ′ 为负等等。于是 

1 1 1 1
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , 0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

!N N N Nr r t r r t r t r t r t r t
N

+ +′ ′ ′ ′= Ψ Ψ ⋅Ψ Ψv v v v v v v v
L L L L  

    ＝ [ ]
1 21 2

1 ( 1) ( ) ( ) ( )
! N

P
P P N P

P

P r r r r r r
N

δ δ δ′ ′ ′− − − −∑ v v v v v v
L  

＝

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

!
( ) ( ) ( )

N

N

N N N N

r r r r r r
r r r r r r

N
r r r r r r

δ δ δ
δ δ δ

δ δ δ

′ ′ ′− − −
′ ′ ′− − −

′ ′ ′− − −

v v v v v v
L

v v v v v v
L

M M O M
v v v v v v

L

        (4.25c) 

这里 P 是对N 个粒子编号的一种置换，[ ]P 是此置换参照规定顺序需

要对换次数的奇偶性。此矩阵元对于 kr
v
或 kr′

v
置换均为反对称的。证毕。 

有了这套基矢，可将粒子数表象的结果引入坐标表象。记概率幅： 

1 2

( )
, , 1 1 1 2( , , , ) , , , , , ,N

n n N N kr r t r r t n n nΨ ≡L

v v v v
L L L  

其物理意义和 Boson 的相似，只是这里 kn 全都只能取 0 或 1，而 ˆ ( , )r tΨ v  

相对于 kr
v
置换为反称的。 

也可以得到 N 个全同 Fermion 多体 Schrödinger 方程，计算和结

果形式都与 Boson 类同，并且也只含单体算符。就是说，只考虑这

些粒子和外场的作用, 不考虑它们之间的彼此相互作用。这正是以前

量子力学方程都是线性方程的主要物理根源（结合脚注 32，33）。 

证毕。 

最后应当指出，[命题 ,C C ′ ]的坐标表象基矢是一类只适用于非相

对论的完全定域化的态矢。对于相对论性波动方程，无法构造这种完

全定域化的基矢。因为，一旦空间尺度精确到 Compton 波长的量级，
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粒子位置概念便会失效（参见第 7 讲）。此时场量子的可定域性将受

到“测量会产生与被测粒子无法区分的新的全同粒子” 这种内禀限制

31。粒子数不再守恒，以及正反粒子对产生和湮灭的事实，让这类总

粒子数固定的基矢不便于使用。 

至此，全部完成了对于无相互作用情况下等价性的证明。 

6，二次量子化中对易规则选择问题 

与非相对论 Schrodinger 方程不同,所有相对论性波方程都只能

以一种方式进行二次量子化。比如，Klein-Gordon 场只能用对易规则

量子化，Dirac 场只能用反对易规则量子化，等等。假如相反，将因

为违背相对论性定域因果律而得不到逻辑自洽的结果。详见第 16 讲

Pauli 基本定理分析。 

但是，作为非相对论性的 Schrodinger 场，场粒子运动速度比光

速C 小很多，以致 0v cβ = → 。于是并不存在相对论性定域因果律的

提法，所以 Schrodinger 场用对易规则或反对易规则量子化都不会出

现违背此定律的局面。 

V，自作用“ Schrödinger 场”二次量子化━━再次不古怪 

1, 自作用“ Schrödinger 场”的二次量子化 

前面讨论了场量子间无相互作用的情况。在那里的 Lagrangian

密度下，Schrödinger 量子场是“自由”场。现在研究场量子间有相互

作用的情况。这时将发生场量子间相互影响和状态跃迁 32。为书写

                                           
31 参见 D.卢里，《粒子与场》，P. 134、135。 
32其实，场量子化方法的优点恰恰表现在处理有相互作用情况，特别是处理相互作用导致不

同种类粒子之间转化问题。 
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简单，只限于两体相互作用： 

1 2 2
1( , , , ) ( , )
2

N

N i k
i k

V r r r V r r
≠

= ∑v v v v v
L  

这意味这个“经典概率幅场”有自身作用，场方程不再是线性的 33。

此时 Lagrangian 密度 L为 

2

0 1

2

( , ) ( , )
2

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

i r t r t V

dr r t r t V r r r t r t

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
μ

ψ ψ ψ ψ

∗ ∗ ∗

∗ ∗

⎧ ⎫
′= + = − ∇ ⋅∇ − −⎨ ⎬

⎩ ⎭

′ ′ ′ ′− ∫

hv v
&h

v v v v v v v

L L L
    (4.26a) 

注意这里ψ ∗和ψ 的顺序，它使得量子化后ψ +和ψ 不对易时所得 L, H

应为厄米的。按 Euler-Lagrange 方程，这个“经典场”的运动方程为 

2

1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2
r ti r t V r t r t dr r t V r r r t r t
t

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
μ

∗∂ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′= − Δ + + ⎣ ⎦∂ ∫
v

h v v v v v v v v v
h  

由前面叙述知道，现在的 L以及这个方程对 Boson 和 Fermion 两者

都合适。 

下面进行二次量子化。先转入正则框架，为此定义正则动量场 

( , ) ( , )r t i r tπ ψ
ψ

∗∂
= =
∂

v v
h

&

L                (4.26b) 

2

1 2
1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2
V dv r t r t V r r r t r tπψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

μ
∗ ∗ ∗ ∗′ ′ ′ ′= − = ∇ ⋅∇ + + ∫

h v v v v v v
&H L

   ∴    
( )

2

1

2

( )
2

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

H t dr dr V

d r r r t r t V r r r t r t

ψ ψ ψ ψ
μ

ψ ψ ψ ψ

∗ ∗

∗ ∗

⎧ ⎫
= = ∇ ⋅∇ + +⎨ ⎬

⎩ ⎭

′ ′ ′ ′+

∫ ∫

∫ ∫

hv v

v v v v v v v v

H
 (4.26c) 

现在进行二次量子化： ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , , ,r t r t r t r tψ π→ Ψ →Πv v v v
，Boson 按对

易规则量子化，Fermion 按反对易规则{ }ˆ ˆ( , ), ( , ) ( )r t r t i r rδ′ ′Ψ Π = −v v v v
h 量

                                           
33 认为“量子力学乃至量子场论是线性理论，需要将其推广到非线性” 是一种误解。见下讲。 
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子化。比如，若取反对易规则量子化，有 

{ }
{ } { }

ˆ ˆ( , ), ( , ) ( )

ˆ ˆ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) 0

x t x t x x

x t x t x t x t

δ+

+ +

′ ′Ψ Ψ = −

′ ′Ψ Ψ = Ψ Ψ =

v v v v

v v v v         (4.27) 

同时，“经典场”的上述 Hamiltonian 成为量子场 Hamiltonian 算符： 

( )

2

1

2

ˆ ˆ ˆ( )
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

H t dr V

d r r r t r t V r r r t r t

μ
+

+ +

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= Ψ − Δ + Ψ +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

′ ′ ′ ′+ Ψ Ψ Ψ Ψ

∫

∫ ∫

hv

v v v v v v v v

34 

记 ˆ ˆ( , )r t′ ′Ψ = Ψv
和 ˆ ˆ( , )r t+ +′ ′Ψ = Ψv

等，场算符的运动方程成为： 
2

1

2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ,
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ
2

H dr V
i i

dr V

μ
+ +

+ +

⎡′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ = Ψ = Ψ ∇ Ψ ⋅∇ Ψ + Ψ Ψ +⎣

⎤′′ ′′ ′ ′ ′′+ Ψ Ψ Ψ Ψ ⎥⎦

∫

∫

hv&
h h

v
 

( )

2

1

2 2

1 ˆ ˆ( ) ( )
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2

dr r r r r V
i

dr r r V r r V

δ δ
μ

δ δ+ +

⎧
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∇ − ⋅∇ Ψ + − Ψ +⎨
⎩

⎫′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′+ − Ψ Ψ Ψ −Ψ − Ψ Ψ ⇒⎬
⎭

∫

∫

hv v v v v

h

v v v v v
 

2

1 2 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2
i V dr V dr V

μ
+ +′ ′ ′ ′′ ′′ ′′Ψ = − ΔΨ + Ψ + Ψ Ψ Ψ − Ψ ΨΨ∫ ∫

h v v&h  

2

1 2 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2
V dr V dr V

μ
+ +′ ′ ′ ′ ′ ′= − ΔΨ + Ψ + Ψ Ψ Ψ + Ψ Ψ Ψ∫ ∫

h v v  

即 

2

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

2
i V dr V

μ
+⎛ ⎞

′ ′ ′Ψ = − Δ + + Ψ Ψ Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
h v&h           (4.28) 

这个全同 Fermion 多体系统场算符运动方程和对应的 “经典

                                           
34 这里重积分前的1 2系数是由于： N 体相互作用被重积分多算了 !N 次。这只要将此积

分转入粒子数表象，展开 ˆ ( )irΨ v
等，将 1 2( , , )r rv v

LL 编号看成粒子编号。即知：处于 rv（和

r′v ）的粒子编号可为全部可能的数值。比如编号为
# # #1 , 2 , 3 三粒子作用：

3 3( , , ) (1, 2, 3)V r r r V′ ′′ →v v v
等 6 项，故需除以 6。 
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Schrödinger 方程”形式相同，但波函数已经二次量子化成为场算符。 

另外，与这种二次量子化过程相应，任意场算符的运动方程为： 

ˆ ˆ 1 ˆ ˆ[ , ]d H
dt t i
Ω ∂Ω

= + Ω
∂ h

 

2，转入粒子数表象35 

i, 在上述量子场的任何演化中，场量子的总数守恒。 

证明：为此再次利用总粒子数算符 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )N dr r t r t+= Ψ Ψ∫
v v v

。按所引入的

对易（反对易）规则，有 

( )

( )

1

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] [ , ( ) ]

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ( , ) ]
2

N H d r r T V

d r r r V r r

+ +

+ + +

′ ′ ′ ′ ′= Ψ Ψ Ψ + Ψ +

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′+ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

∫

∫

v v

v v v v v  

由于不论对 Boson 或 Fermion 均有 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] , [ , ]N N+ +
± ±Ψ = Ψ Ψ = −Ψ。于是 

 

{ }
( )

1 1

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ( ) ( )

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{
2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ } 0

N H dr T V T V

d r r V V

V V

+ +

+ + + +

+ + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= Ψ + Ψ −Ψ + Ψ

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ Ψ Ψ Ψ Ψ +Ψ Ψ Ψ Ψ

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′−Ψ Ψ Ψ Ψ −Ψ Ψ Ψ Ψ =

∴ ∫

∫

v

v v  

说明场量子间的相互作用只造成场量子状态的变化，并不能真正产生

或湮灭场量子，不会出现粒子种类的转化，所以场量子总数守恒。原

因是现在 Hamiltonian 算符的非相对论形式：产生和湮灭算符总是配

对乘积出现。于是这只引发全同粒子状态跃迁，保持粒子总数不变。 

ii，由于N 是守恒量，可以只限于研究N 为固定值的系统。

设系统的一般态矢为 NP ，则按 Schrödinger 图象，此态矢按下面

Schrödinger 方程随 t 演化： 

                                           
35 参见脚注 27。 
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ˆ
N Ni P H P

t
∂

=
∂

h  

注意 Ĥ 是前面量子场的 Hamiltonian 算符，也即是此全同多粒子系统

的。选择一组正交归一完备的单粒子波函数族： 

{ } 1( ) , ( ) ( ) ( )kiE t
k k k kr e T V r E rψ ψ ψ− + =hv v v  

将场算子 ˆ ( , )r tΨ v
及 ˆ ( , )r t+Ψ v

展开为 

ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) , ( , ) ( ) ( )k kiE t iE t
k k

k k

r t a k r e r t a k r eψ ψ− + + ∗Ψ = Ψ =∑ ∑h hv v v v  

k为完备力学量组的本征值集合。由 ˆ ˆ, +Ψ Ψ 的对易规则，即可导出量

子系数 ,a a+的对易规则，按N 个全同粒子是 Boson，还是 Fermion 而

不同。再引入粒子数表象基矢（占有数 kn 也按 Boson 和 Fermion 而

不同）：{ }1 1, , ,k kn n n n n∞=L L L L 。于是 

{ }
1 1( , , ; ) , , , ,

k

P k k k
n k

P C n n t n n n N= =∑ ∑L L L  36 

由于基矢与 t 无关， P 对时间的依赖包含在叠加系数C 中。将上面

ˆ ˆ, , P+Ψ Ψ 三个展开式代入 P 的 Schrödinger 方程，注意 Ĥ 表达式、

( ) ( )k k kkdv r rψ ψ δ∗
′ ′=∫

v v
、 ( ) 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( )i j l md vv r r V r r r r i j V lmψ ψ ψ ψ∗ ∗′ ′ ′ ′ =∫ ∫

v v v v v v
，

最后即得 

2
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
2N N i i i i j l m

i i j l m
i P H P H E a a i j V l m a a a a

t
+ + +∂

= = +
∂ ∑ ∑h   (4.29) 

由于这里取的 ( )k rψ v
是单粒子算符（ 1T V+ ）的本征函数族，故 Ĥ 的第

一项是对角的。否则将为 

† † †
1 2

1
2i j i j l m

i j i j l m
H i T V j a a i j V lm a a a a= + +∑ ∑     (4.30) 

3，转入坐标表象 

                                           
36 这里是一般形式。当然 P 也可以是基矢中的一个，而不是叠加态。 
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为确定起见，设量子场为 Boson 情况，记 ˆ ˆ( )i ir tΨ = Ψv
， (1) (1)( )i iV r V=v

，

(2)
2 ( , ) ( , )i iV r r V r r′ ′=v v v v

。于是 

2
(1) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ( , )

2i i i i ii V dr V r r
μ

+⎛ ⎞
′ ′ ′ ′Ψ = − Δ + + Ψ Ψ Ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

h v v v&h       (4.31a) 

对此式左乘以同一时刻 t 的 1 1
1 ˆ ˆ0

! iN −Ψ ΨL ，右乘以 1
ˆ ˆ

i N+Ψ ΨL ，并记： 

1 1
1 ˆ ˆ ˆ0 ,

! i N i Nr r r t
N

Ψ Ψ Ψ ≡ v v v
L L L L  

为区分此处
t
∂
∂
只对乘积态矢中第 ir

v
个态矢 ir tv 的 t 求偏导，将其写为

it
∂
∂

。于是有 

2
(1)

1 1

(2)
1 1 1

, ,
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( , )
!

i N i i i N
i

i i i N i

i r r r t V r r r t
t

dr V r r
N

μ

+
− +

⎛ ⎞∂
= − Δ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

′ ′ ′ ′+ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ∫

hv v v v v v
h L L L L

v v v
L L

  (4.31b) 

将等式右边第二项中 ( )ˆ r t+′ ′Ψ v
向左逐一对易挪动（以下 Ψ̂中略写 t ）, 即 

( ) (2)
1 2 1 1

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( ) ( , )
! i i i i N idr r r V r r

N
δ +

− − −′ ′ ′ ′ ′Ψ Ψ − + Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ∫
v v v v v

L L  

( )

(2)
1 1

(2)
1 3 2 2 1

, ( , )
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( ) ( , )

!

i N i i

i i i i i N i

r r r t V r r

dr r r V r r
N

δ

−

+
− − − −

= +

′ ′ ′ ′ ′+ Ψ Ψ − + Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ∫

v v v v v
L L

v v v v v
L L

 

( )

(2) (2)
1 1 1 2

(2)
1 1 2 1

, ( , ) , ( , )
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( ) ( , )

!

i N i i i N i i

i i N i

r r r t V r r r r r t V r r

dr r r V r r
N

δ

− −

+
−

= = + +

′ ′ ′ ′ ′+ − + Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ∫

v v v v v v v v v v
L L L L L L

v v v v v
L L

 

( 2)
1

( )

, ( , )i N i j
j i

r r r t V r r
<

= ∑ v v v v v
L L  

代入上式，对脚标 i 求和，将时间导数各项合并，略去脚标 i ，得 
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2
(1)

1 1

(2)
1

, ,( )

, ,
2

( , ) ,

i N i i i N
i

i j i N
i j i j

i r r r t V r r r t
t

V r r r r r t

μ

>

⎛ ⎞∂
= − Δ + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
+

∑

∑

hv v v v v v
h L L L L

v v v v v
L L

    (4.31c) 

用态矢 ,N k 右乘此左矢方程，并记归一化概率幅： 

( )( )
1 1, , , ,N

k N i Nr r t r r r t N kΦ =v v v v v
L L L          (4.31d) 

这里 ( )k kEα=
v

记完全力学量组本征值集合任一组值，标志全同粒子系

统状态，α 为其余量子数。最后即得 

( ) ( ) ( )

( )

2
( ) (1) ( )

1 1

(2) ( )
1

, , , ,
2

1 ( , ) , ,
2

N N
k N i i i k N

i

N
i j k N

i j

i r r t V r r r t
t

V r r r r t

μ

≠

⎡ ⎤∂
Φ = − Δ + Φ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

+ Φ

∑

∑

hv v v v v
h L L

v v v v
L

   (4.32) 

按本节开始设定，这里 ( )NΦ 具有 Boson 波函数的对称性。 

VI，二次量子化方法评论━━有理性基础的推广 

总结 Schrodinger 方程“二次量子化”的“程式”：将单粒子

Schrodinger 方程看作“经典”的 “Schrodinger 场”的场方程，保持场方

程形式不变，只将方程中场量的普通时空函数替换为满足一定的等时

对易规则的场算符，就得到对应这个“经典场”的非相对论量子场的场

方程，构建起“非相对论量子场论”。上面已经严格证明，这个量子场

论就是全同多体非相对论量子力学，场方程就是该单粒子的全同多体

Schrodinger 方程。由于从牛顿力学观点看，Schrodinger 方程已经是

一次量子化，所以这次量子化称作“二次量子化”，这个“程式”称作“二

次量子化方法”。于是，非相对论量子力学范畴内，二次量子化并不

是一个假设，而只是导出全同多体 Schrodinger 方程的一种可以证明

的简化约定。它也没有使非相对论量子力学增加实质性内容。 
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即便考虑全同粒子间存在相互作用，非相对论量子场论

Hamiltonian 中每项所含静质量 0m ≠ 粒子的产生湮灭算符个数都相

等，这个场论仍然保持着初始粒子总数守恒。因此，全部能够发生的

过程只涉及粒子状态之间的跃迁，不会出现粒子真的产生湮灭或转

化。这正是非相对论量子力学的普遍特征。此时力学量算符的作用只

是系统状态空间的自身映射。这正说明，非相对论量子场论实际上并

不是场论，而仍然是个“力学”理论。其中所用场量子概念也并非实

质性新概念，而只是描述状态跃迁的数学语言（虽然粒子数表象本身

并不管粒子数守恒与否！）。然而，考虑到多体 Schrodinger 方程比

单体方程复杂得多，所以即便仅仅扩充了全同多体量子力学的数学描

述，容许用单粒子波函数构造多粒子波函数，用单体 Schrodinger 方

程形式阐述全同多体量子力学问题，也算得是一个很大的理论优点。 

但是，将这种做法推广到 Schrödinger 方程以外，用到相对论情

况，不管原来场是经典的 Maxwell 场，还是已经量子化的 Dirac “场”、 

K-G“场”，都进行如此的“二次量子化”，则是一个其正确性只能由实

验检验的实质性推广 37，同时也是一个理性的推广。 

其中，对 Maxwell 场这样做实际上应当是（从经典场到量子场的）

第一次量子化（也就是量子化）。但从量子化手续的特征看，那却是

标准的“二次量子化”方法。人们有时侧重于方法论，将 Maxwell 场量

                                           
37 Maxwell 场二次量子化是由 Dirac（1927）发展的。随后，Wigner 和 Jordan 把它推广到

费米子情况（1928）。二次量子化的一般论述参见 J.M.Ziman, Elemants of Advanced Quantum 
Theory, (Reprinted 1980)；Gordon Baym, Lectures on Q-M,P.411-439(with problems)；
G.L.Trigg, Quantum Mechanics, Chapter 14, Nonrelativistic field(scalar) 、 Dirac 
field,electromaguetic field or Quantization；G . Rickayzen, Green’s Functions and Condensed 
Matter, Appendix A. , “Summary of the Results of Second Quantization.”，P.341, 1980。 
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子化称作二次量子化 38。 

应当说，假如二次量子化方法只用于非相对论 Schrodinger 方程，

尚未展现这个方法最本质特征和最大优点：实际上，方法允许由于粒

子相互作用出现粒子种类转化，导致粒子数不守恒。因此，这种推广

将量子理论从粒子数守恒的力学理论提升到可以考虑粒子转化的更

高更广的新领域。比如，永远是相对论性的 Maxwell 场，即便与非相

对论物质粒子相互作用，也会有净产生（湮灭），使初始光子数可能

不守恒。 

其实，并不存在什么限制使二次量子化方法只能局限于低能情况

的 Schrodinger 方程。物理上，只要那个场的描述对象具有波-粒二

象性和全同性，就可以用这个方法建立起它们全同多粒子的量子动力

学理论。而这些性质正是这几个方程描述的微观粒子共同具有的性

质。它们也是这几个方程能够被成功推广的物理基础！也可以换个角

度说，对于介质温度的标量场、流体速度的矢量场、弹性介质的应力

应变张量场，等等，形式上未尝不可以对它们实施（对易或反对易的）

“二次量子化”手续，但物理上不可能成功。原因正是这些场描述的对

象并不具有微观粒子的波-粒二象性和全同性。 

总之 ,  二次量子化方法是建立微观世界全同多粒子系统量子动

力学理论的简洁而正确的途径。值得再次强调的是，由于这时方程的

相对论性质，导致相应场量子的数目可以不守恒，出现（Lagrangian

密度中所包含的）粒子在守恒律容许下的产生、湮灭和转化。 

                                           
38 有的人将这个“二次”解释成由于“从几何光学到 Maxwell 电磁波理论是一次量子化”，这

并不合适。2000 年以前还没有量子理论，Maxwell 电磁波理论是经典的。 
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相互作用量子场的全部性质，包括 Fermion 还是 Boson、对易还

是反对易规则、相对论性还是非相对论性、初始场量子数必定守恒还

是可以不守恒、粒子间如何转化，等等，全都取决于事先选定的

Lagrangian 密度。特别是，Pauli 定理还表明，如果不按照自旋整数

（半整数）选择对易（反对易）规则，将会招致结果违反相对论性定

域因果律。 


